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Rkwmd - Now avons itudie l’&coulement de convection mixte une fois le regime dynamique et thermique 
ttablis. Nous avons obtenu la solution de ce probleme en utihsant la methode des perturbations ainsi q,u’un 
mod6le aux diffkrences finies. Les hultats obtenus nous ont conduit $ caracttriser les lignes de courant et a 

relier les differents pas d’hdlices constituant ces hgnes aux nombres de Rayleigh, Prandtl et Reynolds. 

NOMENCLATURE 

a, diffusivite du fluide, a = A/PC; 

c, chaleur massique ; 
e,, e,, e3, vecteurs unitaires du rep&e orthonorme 

direct ; 
intensite de l’acciliration de la pesanteur; 
pas des htlices ; 
pression adimensionnelle en chaque point 

P’r, 
du fluide, P = 1 ; 

POU 

pression en chaque point du fluide; 

nombre de Prandtl, Pr = !- ; 
Pea 

composante radiale adimensionnelle, 

r=l; 
r i 

rayon du cylindre exterieur; 
rayon du cylindre interieur ; 
composante radiale; 
grandeur caracteristique de la configura- 

tion annulaire, R = 5 ; 

nombre de Rayleigh,: = gspofT - ‘)” ; 
P 

nombre de Rayleigh bad sur l’epaisseur de la 
couche RaL = Ra(R - 1)3 ; 

poW,ri 
nombre de Reynolds, Re = -. 

P ’ 

temperature adimensionnelle en chaque 

T-T, 
point du fluide, T= T-T ; 

I * 

temperature du cylindre exttrieur; 
temperature du cylindre indrieur ; 
temperature en chaque point du fluide; 
composante radiale adimensionnelle de la 

U’, 
v, 

v’, 
v’, 
W 

W’, 
KU 

z, 

z’, 

itesse > (J = U’ri . 
a ’ 

composante radiale de la vitesse; 
composante tangentielle adimensionnelle de 

la vitesse, V= “I;- ; 
a 

vecteur vitesse de composantes U’, V’, W’; 
composante tangentielle de la vitesse; 
composante axiale adimensionnelle de la 

W’r. 
vitesse. W= 2 : 

a 

composante axiale de la vitesse; 
vitesse axiale debitante du fluide a travers 
toute section droite; 
composante axiale adimensionnelle du 

, 
cylindre, z = 5 ; 

f-i 

composante axiale du cylindre. 

Symboles grecs 

BY coefficient de dilatation thermique; 

I4 viscositt dynamique du fluide; 

% angle polaire orientt par rapport a la vertica- 
le ascendante ; 

Y’, fonction de courant ; 

a rotationnel, w = -V’Y. 

1. INTRODUCTION 

LE PROBLBME de la convection mixte dans des tubes ou 
des canaux rectangulaires horizontaux avec des condi- 
tions de flux constant a la paroi a 6ti souvent aborde 
durant les vingt dernieres annees. Metais [l] a BtC Ie 
premier a ttudier exptrimentalement la convection 
mixte a l’entree des tubes horizontaux chauffes en vue 
des applications aux problimes des ichangeurs. Pour 
une bibhographie plus complete relative a ce sujet, on 
peut se referer aux etudes de Marcos et Bergles [2] et 
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Jenn-Wuu Ou et al. [3]. Pour la convection mixte en 
gkomktrie annulaire cylindrique horizontale, la seule 
ltude expkrimentale, en rCgime non Ctabli, semble due 
a Zysina et al. [4]. 

Dans ce travail, nous nous intlressons, i l’icoule- 
ment laminaire de convection mixte, une fois les 
rlgimes dynamique et thermique itablis. Nous nous 

proposons d’obtenir la solution de base de ce problk- 
me, ce qui constitue une premibe &ape dans l’ktude de 

sa stabilitk. Celle-ci n’a pas encore kti effect&e, 
contrairement i I’ltude de la stabiliti de I’icoulement 

de convection naturelle Mojtabi et Caltagirone [5, 61 
et de l’koulement isotherme Mott et Joseph [7] et 
Carmi [8]. 

La transition entre le regime laminaire et turbulent 

se trouve modifie par l’influence de la convection 
naturelle. Des rkgimes turbulents ont ItC constatls 

explrimentalement dans des tubes horizontaux pour 

des nombres de Reynolds de I’ordre de 100 [ 11, alors 
qu’en Ccoulement isotherme le nombre de Reynolds 
critique explrimental est de l’ordre de 2300. 

2. FORMULATION DLI PROBLEME 

Nous considkrons I’lcoulement, laminaire et ltabli 
d’un fluide entre deux cylindres horizontaux concen- 

triques et isothermes. Le cylindre intkrieur de rayon ri 

est maintenu & une temperature constante T,; le 
cylindre extkrieure de rayon re est i la temperature T, 
< r. Nous disignerons par R = re/ri le rapport des 
rayons et nous adopterons des coordonnkes cylindri- 

ques (r’, cp, z’) pour I’ltude du problkme (voir Fig. 1). 
Nous adopterons dans toute la suite les hypothkses 

suivantes : 

1. dissipation visqueuse nkgligeable ; 
2. propriltls physiques du fluide constantes et 

variations de masse volumique nlgligeables sauf 

dans le terme glnirateur de la convection natu- 

relle (hypothkse de Boussinesq) : 
3. gradient axial de pression constant. 

Avec les hypothkes prkcldentes les lquations du 

regime laminaire ltabli s’lcrivent : 

V.V’ = 0 ( 

c: + (V’V)V’ = --VP’ + F + pv’v’ I (2) 

_------___ ____ -_ 

FIG. 1. SchCma de dtfinition 

oti V’, p’, t’, p, c, 3, dksignent respectivement la vitesse, la 
pression, le temps, la viscositl dynamique, la chaleur 

massique et la conductivitl thermique ces trois dernii- 
res constantes sont &al&es ri la temperature de 

kfkrence To = (Ti + T,)/2. On pose: 

V’ = .!I’@‘, q)e, + V’(r’, q)e, + W’(r’, cp)e, 

et on dksigne par F la densiti volumique des forces 

extlrieures, soit : 

F = gpo&T’ - T,)coscpe, - gp()fl(T’ - T,)sincpe, 

oti g reprksente l’intensitl de l’acclllration de la 

pesanteur, /I le coefficient de dilatation thermique du 

fluide (e,,e,,e, sont les vecteurs unitaires du repkre 
direct dlfini par Fig. 1). 

Les lquations (1) d (3) sont rendues adimensionnel- 
les par les grandeurs riduites suivantes: 

Ra, Pr et Re reprksentent respectivement les nombres 

de Rayleigh, de Prandtl et de Reynolds. W, reprksente 
la composante axiale moyenne de la vitesse. 

L’introduction de la fonction de courant Y et du 

rotationnel (u d&finis par: 

1 ?Y ?Y 
u = - .~~ ; v= - (4) 

r up iv 

v2 Y = - (‘, (5) 

et l’llimination de la pression dans l’lquation (2) 

conduit aux Cquations suivantes : 

(6) 

(7) 

SW 1w dW 1CY dW c’p 

x=- r cir &p 
+ ; G (7r - -;- + Pr V’ W.(8) 

(2 

Le systkme d’kquations (5)-(8) auquel now adjoi- 
gnons les conditions aux limites, dtfinit parfaitement 
l’kcoulement de convection mixte. Nous supposons 
que l’lcoulement est symltrique par rapport au plan 
vertical passant par I’axe des cylindres, ce qui now 
conduit aux conditions aux limites: 

r=l; ‘$‘=%W=(); T=l 
i;r 

(9) 
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r=R; ,=gzW=O; T=O (10) 

On remarquera que l’equation (8) est decouplee des 
equations (5))(7). Ainsi, on r&out le sysdme (5)-(7) 
avec les conditions aux limites correspondantes et on 
reporte Cl et V dans l’equation (8) pour la resoudre. La 
resolution du systeme (5)-(7) a deja ete effectuee par 
Charrier et a/. [9]. Seule l’equation (8) reste a resoudre. 

Dam l’equation (8) figure la constante ap/& qui 
peut etre exprimee en fonction du nombre de Reynolds 
defini precedemment et a partir des relations classi- 
ques du regime Ctabli de convection for&e: 

a/J 8Re Pr2 
-= 
22 

-K=PrV2WO= - 
R2 _ +12) 

R’+l---- 
1ogR 

et 

w, = ; (13) 

Ainsi les grandeurs U, I/ et T dependent de trois 
nombres sans dimension (Ra, Pr, R); par contre la 
composante axiale W depend des quatre parametres 
(Ra, Pr, R et Re). 

3. METHODE DE RESOLUTION 

U(r, cp) et V(r, q) Ctant don&, il s’agit de resoudre 
l’tquation aux derivees partielles lineaire suivante: 

prV2W- uKw- “aw+ K = 0 (14) 

avec: W(l,cp) = W(R,(p) = 0 t/q, 

3.1. UnicitB de la solution 
La solution de ce probleme est unique, en effet si W, 

et W, sont deux solutions differentes du meme proble- 
me, en posant L= W, - W,, on aura: 

(15) 

avec 

L(l,cp) = L(R,(p) = 0 V~I. 

En multipliant l’equation (11) par L et en integrant 
sur toute la couronne, on obtient apris quelques 
transformations : 

Pr~~s1VL12dS=~~~~V-VdS=O; V.V=O 

on tire done ( VL I2 = 0 => L= Cte et, comme L(l,qa) 
=L(R,cp)=O,onaL=O+W,=W,. 

3.2. Mkthode des perturbations 
Nous avons determine precedemment U, Vet T par 

un developpement en serie entiere du nombre de 
Rayleigh et nous pro&dons de la meme maniere pour 
calculer la composante de vitesse W(r, cp). 

W(r,cp) = W” + Ra W’(r,cp) + Ra2 W’(r,cp) 

L’introduction de cette expression dans l’equation (10) 
conduit a une suite d’equations aux derivees partielles 
lineaires qui est resolue analytiquement par 
recurrence : 

PrV’ W”= -K (lb) 

pr~2wl-1awoaull 

r ar aq (17) 

PrV2W2=1 dy'aw'_s\rlawl 

c r acp ar ar acp > 

+;F$. (18) 

L’equation (16) a deja Cte integree, en introduisant la 
solution W” obtenue (12) dans l’equation (17) nous 
obtenons par integration : 

W’(r, cp) = X(r) cos cp (19) 

ou 

X(r) = 4Pr$ _ 1) C=31) - Y(R)lR 

+ (R - 1)2(r) + S?(R) - R-Y(l) (20) 

(21) 

L’integration de l’equation (18) conduit a une 
solution de la forme Wz(r, rp) = Y(r) + Z(r) cos 2~ od 
Y(r) et Z(r) sont des fonctions explicites de r, dont les 
expressions developpees n’ont pas tte explicit&es ici en 
raison de leur longueur ; de plus, pour le tract de toutes 
les courbes, nous n’avons tenu compte que de W” et 
de W’. Les coefficients B,, Blr B,, B, sont fonction 
uniquement du rapport R de rayons. 

3.3. ModPle numkrique 
Le systime (5)-(7) avec les conditions aux limites 

correspondantes a ete resolu numeriquement [9]. Les 
champs U et V ainsi determines sont report& dans 
l’equation (8) pour calculer la composante axiale W. 
La resolution des equations (5)-(8) est effectuee par le 
modele numtrique utilise en [9] et basee sur la 
methode des directions alternees. Les resultats numeri- 
ques ont tte obtenus pour Pr = 0.7 pour deux rapports 

de rayons 3, 2 et pour plusieurs valeurs du couple 
(Ra, Re). L’attention est portee sur la composante 
axiale w il s’agit d’une part de determiner son profil 
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‘P=nr2 

Convection forcee 

0 

1 45 2 r/ri 

FIG. 2. Profiis de vitesse axiale pour plusieurs inclinaisons, Ra = 104. 

pour plusieurs valeurs de l’angle cp (Fig. 2) et (Fig. 3) et 
d’autre part de prkciser ~influence de Ra et de Re sur W 
(Fig. 4 et 5). 

3.4. Lignes de courant 
CJ(r,cp), V(r,q) et W(r,cp) etant determikes, les 

lignes de courant sont alors obtenues en rtsolvant le 
systeme differentiel suivant : 

dr rdq dz 
-=-= 
W, cp) V(r, 9) KG?’ 

(22) 

La premiere equation de ce systeme conduit a 
Y(r,cp) = C ori C est une constante et Y(r,cp) la 
fonction de courant definie section 1. Ainsi les lignes de 
courant sont inscrites sur des surfaces ~ylindriques de 

genbatrices paralleles a I’axe des z. Pour chaque 
surface ~ylindrique Yy(r, 9) = C, les lignes de courant 
ont I’allure d’helices de meme pas h fonction de cette 
constante C et des nombres Re, Ra, R et Pr. Une 
visualisation de I’ecoulement de convection mixte peut 
conduire a la mesure des differents pas de ces lignes de 
courant et par comparaison avec les pas calcuiis 
th~oriquement i une verification experimentale facile 
de la validite du modele thtorique. 

Calcul du pas de l’hklice: 

Pendant un intervalle de temps dt, une particule 
M(r,rp,z) va parcourir la distance axiale dz = 
W(r,q) dt et, en projection sur la section droite, la 
distance : 

W 

‘_. 
‘\ 

% 

1 Pr=0,7 

YP=w2 

cp_-0 

'P=rl 

_ _ _ Convection for&e 

FIG. 3. Profils de vitesse axiale pour plusieurs inclinaisons, Rn = 103. 
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I Q :o 

I 
Re=2 

Pr = 0.7 

RarO 

195 2 r/ri 

FIG. 4. Influence du nombre de Rayleigh sur la vitesse axiale pour cp = 0. 

ds = ,/(U’ + V’)dt, on en deduit 

dz = 
J(A vz)ds. 

Le pas de l’helice correspond a: 

z=h= P S, Jods (23) 

c’est-a-dire la distance axiale parcourue quand la 
particule M aura fait le tour de la ligne de courant 
Y(r,rp) = C. En remplacant ds par ,/[(rdp)’ + dr’] 
l’equation (23) conduit a: 

Pour calculer cette integrale curviligne, nous utilise- 
rons les rbultats de la methode des perturbations 
developpee a l’ordre 1. La fonction de courant s’tkrit 
dans ce cas : 

Y(r,cp) = Ray”(r) sincp = C. (25) 

La courbe correspondant a cette fonction de courant 
est symetrique par rapport a cp = (n/2). De plus, elle est 
delimitte par des cercles de rayon rl et r2 et par deux 
droites dtfinies par les angles qpl et (p2. Pour determi- 
ner rl et r2, il sufiit de differentier directement l’equa- 
tion (25) et de poser (dr/dq) = 0, ce qui nous donne: 

Y(r) cos cp = 0 soit cp = ; 

I 
Q=ll 

Re=2 

2 r/ri 

FIG. 5. Influence du nombre de Rayleigh sur la vitesse axiale pour cp = x. 
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rI et r2 sont ainsi solutions de l’tquation : 

Ra Y’(r) = C. 

Pour calculer ‘pr et (p2, on pro&de de la mime 
man&e, ce qui nous donne : 

C 
cp,=sln Al etcPz=n-vl -! ! 

oii r; est racine de Y’(r) = 0. 
Les frontieres de la courbe reprtsentee par la 

fonction de courant Ctant dtfinie, on transforme 
l’inttgrale curviligne en integrale de surface: 

d’oh : 

h=; 
f 

II rW’(r) 

I, ~0s vl Y’(r) 
dr, 

coscp, est defini par 

( 

C2 

1 

1!2 

l- 
Ra2Y1(r)2 

et (rl,r2) sont les racines reelles de l’equation: 

RoiY’(r) = C pour r E]l, R[. 

(26) 

(27) 

Ainsi, pour un Ccoulement don&, on determine les pas 
de l’helice en fonction du rapport Y/Yma, (Fig. 5). On 
remarquera de plus que ce pas est proportionnel au 
groupement (Re Pr)/Ra. 

En diveloppant, a l’ordre 2, le groupement a 
integrer : 

rW’(r) 

on obtient le pas de l’hilice correspondant a la fonction 
de courant maximale soit: 

h= 
2Re Pr 

R2 - 1 
Ra R’ + 1 - ~ 

log R > 

od r. est la racine double de l’equation Ray”(r) 

= Cm,. 

4. INTERPRETATION DES RESULTATE 

Nous avons ainsi determine, dune part, une solu- 
tion approchke par la mtthode des perturbations et 
d’autre part, une solution numerique du probltme de 
l’icoulement de convection mixte. La premiere solu- 

hlRe 

t 
0,5 - 

OS4 - 

0,3 - 

07 - 

FIG. 6. Pas de l’htlice en fonction de Y/Y,,,. 

tion constitue une bonne approximation du probleme 
reel pour ce qui est des faibles valeurs de Ra et Re; de 
plus elle ne nicessite pas l’utilisation de gros ordina- 
teurs. Sur les Figs. 2-5 nous remarquons que la 
composante axiale de vitesse est beaucoup plus impor- 
tante pres du cylindre interieur pour rp l ]n/2; 3n/2[ 
et c’est le phenomkne inverse que l’on observe dans la 
moitit suptrieure de ce m&me cylindre. Ce fait est 
d’autant plus marque que Ra est grand. Ce resultat 
physique s’explique simplement par les effets de la 
convection naturelle qui entraine une partie du fluide 
vers l’exdrieur de certaines zones de la couche annulai- 
re(cp = Oetr = R,cp = netr ‘u 1)etapportedufluide 
dans d’autres (cp = 0 et r z 1 et cp = n, r 5 R), il 
s’ensuit un debit axial important dans les premieres 
zones et un faible debit dans les secondes. L’echange de 
chaleur au niveau des deux cylindres n’est pas modifie 
par la presence de la composante W en effet la 
temperature ne depend que de Ra, R et Pr [9]. 

5. CONCLUSION 

Le probltme de la convection mixte a Cte risolu de 
deux man&es differentes ; la solution de l’tcoulement 

‘de base ainsi obtenue constitue par elle-meme une 
premiere &ape dans l’etude de la stabilite de cet 
icoulement. 

Les pas de htlices constituant les trajectoires des 
particules fluides ont tte calcules : leur mesure experi- 
mentale pourra constituer un moyen des plus faciles de 
verification de la validitt du modele thtorique. 
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LAMINAR, MIXED CONVECTION BETWEEN TWO HORIZONTAL COAXIAL 
CYLINDERS 

The mixed convection flow is analysed after it has been dynamically and thermally established. The solution 
is obtained using both the perturbation method and finite differences. The results obtained permit us to 
characterize the streamlines and their helicoidal motion is tied to the Rayleigh, Prandtl and Reynolds 

numbers. 

WARMEOBERGANG ZWISCHEN ZWEI HORIZONTALEN KOAXIALEN 
ZYLINDERN BE1 GEMISCHTER LAMINARER KONVEKTION 

Zuaammenfaasung-Die ausgebildete Stromung bei gemischter Konvektion wurde untersucht. Die Aufgabe 
wurde mit Hilfe der Storungsmethode und eines finiten Differenzenverfahrens gelost. Als Ergebnis wurden 
Stromlinien bestimmt und die verschiedenen Spiralformen, welche diese Linien bilden, mit den Rayleigh-, 

Prandtl- und Reynolds-Zahlen in Verbindung gebracht. 

AHAJIM3 TEIIJIOfIEPEflAtHI I-IPH CMEIIIAHHOR JIAMHHAPHOR KOHBEKLHiM 
B 3A30PE MEKaY ABYMR TOPM30HTAJIbHbIMM COOCHbIMM IQiJIMHflPAMM 

AHHOTauna - Hpoeeneno wxneno8awie pamwroro H yc-raHoemmerocn Teqewin npH cbiemaHHofi 
KOHBCKUHH. %llaW PUlIaJIaCb MCTOLtOM BO3MyIUCHHii, a TaKTC C nOMOIUbl0 MeTOEi KOHe’iHbIX 

pa3HOCT&. nO.“y’VCHHbIC ~3,‘,,bTaTbI nO3BOnKnH YCTaHOBHTb 3aBHCHMOCTb KPHBO,lUHCfiHbIX TpaCKTO- 

pm? qacrnu EHL~KOCTA OT qncen Penea, IIpannrnn n PeZuonbnca. 


